
 

 

5η  δεκάδα θεµάτων επανάληψης 
 
41 .  
Έστω η συνάρτηση f(x) = ( )x

α + 13  , α ≠ −1  

i) Αν το σηµείο Μ( 1 , 3) βρίσκεται στην γραφική παράσταση της f  να βρείτε το α  

ii ) Αν α = 0 να λύσετε την ανίσωση f(x) + f(2x) > 2  

iii) Να λύσετε την εξίσωση f(2ηµx) = 3  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Αφού το Μ ( 1, 3 ) βρίσκεται στην γραφική παράσταση της f  έχουµε  

       f(1)  = 3 ⇔ 3 = 3 α + 1 ⇔ α = 0  

ii)  

Αν α = 0 τότε f(x) = 3x οπότε   

    f(x) + f(2x) > 2 ⇔ 3x + 32x > 2 ⇔  

     32x + 3x −2 >0 ⇔  θέτω 3x = y  (1) οπότε 

       y2 + y −2 > 0 ⇔  γνωστή διαδικασία y < −2  ή  y > 1 

άρα  λόγω της (1) 3x < −2 πράγµα αδύνατο ή 3x > 1 ⇔ 3x > 3 0 ⇔ x > 0  

iii)  

f(2ηµx) = 3 ⇔ 32ηµx = 3       ⇔  

          ηµx = 
1

2
⇔   ηµx = ηµ

π

6
⇔  

                                     x = 2kπ + 
π

6
 ή x = 2kπ + π −  

π

6
 = 2kπ +

5π

6
 , k∈ℤ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

42.  

Έστω το σύστηµα  

2x 3y 11 λ
 

x + 5 y λ = 7

− = −


−
           , λ∈ℝ  

i) ∆είξτε ότι το σύστηµα έχει λύση για κάθε λ∈ℝ  

ii) Να βρείτε την λύση του συστήµατος  

iii) Αν (x , y) είναι η λύση του συστήµατος  , να βρείτε το λ ώστε το σηµείο Α( x , y) 

να βρίσκεται στην ευθεία 13x + 13 y = 11 

Προτεινόµενη λύση 

i)  

2x 3y 11 λ
 

x + 5 y λ = 7

− = −


−
 ⇔

2x 3y 11 λ
 

x + 5 y λ + 7

− = −


=
 

D = 
2    3

1        5

−
 = 10 + 3 = 13 ≠ 0 άρα το σύστηµα έχει λύση για κάθε λ∈ℝ  

ii)  

 Dx = 
11 λ    3

λ + 7        5

− −
 = 55−5λ + 3λ + 21 = −2λ + 76 

      Dy =
2    11 λ

1     λ + 7

−
 = 2λ + 14 −11 + λ = 3λ + 3 

Άρα x = xD

D
 = 

2λ + 76

13

−
 και y = yD

D
 = 

3λ + 3

13
 

iii)  

13x +13y = 11 ⇔ −2λ + 76 + 3λ + 3 = 11 ⇔ λ = −  68  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

43 .  

Έστω οι συναρτήσεις f(x) = ln( ex + e2x + k) − ln
4

k
 ,    g(x) = 2x xe 5e  + 6−  

i) Αν f(0) = ln2 να βρείτε την τιµή του k  

ii) Να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης g 

iii) Αν k = 2  

α) Να λυθεί η εξίσωση e f(x) + ln2 = 2g2(x)  

β) Να δείξετε ότι ln[g(ln4)] = 
1

4
f(ln2)  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Περιορισµοί : θα πρέπει ex + e2x + k > 0 και 
4

k
 > 0 οπότε  

   f(0) = ln2 ⇔  ln( e0 + e0 + k) − ln
4

k
 = ln2 ⇔  

                           ln( 2 + α) − ln4 + lnk = ln2⇔  

                                          ln
k(k + 2)

4
 = ln2⇔  

                                              
2k  + 2k

4
 = 2   ⇔  

                                                k = 2 ή k = −4 απορρίπτεται λόγω των περιορισµών  

ii) 

 Πρέπει e2x −5 ex + 6 ≥ 0  θέτω ex = y  (1) οπότε πρέπει  

                  y2 – 5y + 6 ≥ 0 ⇔ γνωστή διαδικασία y ≤ 2  ή   y ≥ 3   

                 και λόγω της (1)  

                 ex ≤ 2  ή   ex ≥ 3 ⇔ x ≤ ln2  ή   x ≥ ln3 άρα  

το πεδίο ορισµού της συνάρτησης g  είναι το  Α g = (−∞ ,  ln2]∪ [ ln3,  + ∞) 

 

iii)  

Με την προϋπόθεση ότι x∈Ag έχουµε  

e f(x) + ln2 = 2g2(x) ⇔  (e  + e  + 2)x 2xlne = 2(e2x −5 ex + 6) ⇔  

 ex + e2x + 2 = 2(e2x −5 ex + 6) ⇔  e2x −11 ex + 10  ⇔ γνωστή διαδικασία  

                                                         x = 0 ή x = ln10 δεκτές και οι δύο τιµές  

 



 

 

iν)  

Είναι  g(ln4) = 2ln4 ln4e 5e  + 6− = ln16 ln4e 5e  + 6− = 

                          = 16 20 + 6− = 2  

     και f(ln2) = ln( eln2 + e2ln2 + 2) − ln2 =  

                     = ln( 2 + 4 + 2) − ln2 = ln8− ln2 = ln4 = 2ln2 

Εποµένως ln[g(ln4)] = ln 2  και 
1

4
f(ln2) = 

1

4
·2ln2 = 

1

2
ln2 = ln 2  άρα  

                 ln[g(ln4)] =
1

4
f(ln2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

44 .  

Έστω η συνάρτηση f(x) = p ηµ(ωx) , p , ω > 0  

i) Αν η µέγιστη τιµή της συνάρτησης είναι ίση µε 4 και η περίοδος είναι ίση µε  

Τ= 
2π

3
 να βρείτε τις τιµές των p και ω  

ii) Για τις τιµές των p και ω του (i) ερωτήµατος να λυθεί στο διάστηµα [ −π,  π] η 

εξίσωση f(x) – συν23x = 
5

4
 

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Γνωρίζουµε ότι f max = p και Τ = 
2π

ω
  άρα από την υπόθεση έχουµε  

4 = p και 
2π

3
= 

2π

ω
⇔ ω = 3 

ii)  

f(x) – συν23x = 
5

4
⇔  4ηµ(3x) – συν23x = 

5

4
  ⇔  

                                   4ηµ(3x) – (1– ηµ2(3x)) =
5

4
 ⇔  

                                 ηµ2(3x)  + 4ηµ(3x) –
9

4
 = 0  (2ου βαθµού µε άγνωστο το ηµ(3x )  

την οποία λύνοντας κατά τα γνωστά βρίσκουµε ότι  

                               ηµ(3x ) = 
9

2
−  που είναι αδύνατη  ή   ηµ(3x ) = 

1

2
 

                              Τώρα      ηµ(3x ) = 
1

2
 ⇔  ηµ(3x ) = ηµ

π

6
 
 
 

 ⇔  

                                             3x = 2kπ + 
π

6
  ή  3x = 2kπ + π−  

π

6
 ⇔  

                                               x = 
2kπ

3
 + 

π

18
 ή x = 

2kπ

3
 + 

5π

18
 , k∈ℤ  

επειδή θέλουµε τις λύσεις στο διάστηµα [ −π,  π] από τον πρώτο τύπο έχουµε  

−π ≤ 
2kπ

3
 + 

π

18
≤ π ⇔ …..⇔

19

12
− ≤ k ≤ 

17

12
 και επειδή k∈ℤ  είναι k = −1 , 0 , 1  

Για αυτές τις τιµές του k προκύπτουν οι λύσεις x =
11π

18
−   , x = 

π

18
 , x = 

13π

18
 

Οµοίως από τον δεύτερο τύπο βρίσκουµε          x =
7π

18
−   , x = 

5π

18
 , x = 

17π

18
 



 

 

45. 

Έστω το σύστηµα  

(2 λ)x + y = λ + 4

(λ + 4)x + (3λ + 2)y = 7λ + 8

−


−
   , λ∈ℝ  

i) Ν βρείτε τις ορίζουσες D ,  Dx ,  Dy αυτού  

ii) Για τις διάφορες τιµές του λ να λύσετε και να διερευνήσετε το σύστηµα  

Προτεινόµενη λύση  

i) 

 D = 
2 λ           1

λ + 4    3λ + 2

−
 = (2−λ)(3λ+2) −  (λ + 4) = −3λ( λ−1)  

  Dx = 
λ 4                1

7λ + 8     3λ + 2

+

−
 = (λ + 4)(3λ+2) −  (−7λ + 8) =3λ( λ + 7) 

 

  Dy = 
2 λ       λ + 4 

λ + 4   7λ + 8

−

−
 = (2−λ)( −7λ+8) −  (λ + 4) 2 = 6λ ( λ−5) 

ii)  

Αν D ≠ 0 ⇔ λ ≠ 0  και λ ≠ 1 το σύστηµα έχει µία µόνο λύση την  

x = xD

D
 = 

λ +7

1 λ−
 και y = yD

D
 = 

2(λ 5)

1 λ

−
−

 

αν λ = 0 το σύστηµα γίνεται  

2x + y = 4

4x + 2y =8





  το οποίο ισοδυναµεί µε την εξίσωση 2x + y = 4 ⇔ y = 4−2x  

η οποία έχει άπειρες λύσεις τις  ( x ,  y) = (x , 4−2x ) , x∈ ℝ  και  

αν λ = 1 το σύστηµα γίνεται  

 
x + y = 5

5x + 5y = 1





 ⇔
x + y = 5

1
x + y = 

5






 το οποίο είναι φανερά αδύνατο  

 

 

 

 

 

 



 

 

46. 

Έστω τα πολυώνυµα   

Q(x) = (lnk−1)x3 + ( ln2k−1) x2 + (k−e)x + k2 – e2  και  Ρ(x) = x3 + γx2 −4x + 4  

i) Να βρείτε τις τιµές των k και γ ώστε το Q(x) να είναι το µηδενικό και το Ρ(x) να 

έχει παράγοντα το x−2 

ii) Για τις τιµές των k και γ που θα προσδιορίσετε  

α) Να βρείτε τις τιµές του x ώστε η γραφική παράσταση του Ρ(x) να είναι ψηλότερα 

από την γραφική παράσταση του Q(x) 

β) Nα υπολογίσετε την τιµή της παράστασης Α = 
2l kn5  + 10 log(-γ)  

Προτεινόµενη λύση  

i) 

Θα πρέπει να ισχύουν 

 lnk−1 = 0  και ln2k−1 = 0  και k−e = 0 και k2−e2 = 0 και Ρ(2) = 0 απ’ όπου 

προκύπτει ότι k = e και γ = −1 

ii) 

 α) . Για k = e και γ = −1 τα πολυώνυµα γίνονται Q(x) = 0 και Ρ(x) = x3−x2−4x + 4  

για να είναι η γραφική παράσταση του Ρ(x) ψηλότερα από την γραφική παράσταση 

του Q(x) πρέπει Ρ(x) > 0 ⇔  x3 −  x2 −4x + 4 > 0  

Η εξίσωση x3 −  x2 −4x + 4 = 0 εύκολα βρίσκουµε ότι έχει ρίζες τις −2 , 1 , 2  

Το πρόσηµο του Ρ(x) φαίνεται στον παρακάτω πίνακα  

x −∞      −2           1           2       + ∞ 

Πρόσηµο Ρ(x)         −     0    +     0  −       0   +  

 

Από τον πίνακα βλέπουµε ότι  Ρ(x) > 0 ⇔ −2 < x < 1 ή  x > 2  

β) . Α = 
2l kn5  + 10 log(-γ) = 

2l en5  + 10 log1 = 2l en5  + 10 log1 = 5 2 + 10 0 = 26  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

47. 

Έστω η συνάρτηση f(x) = k ln(20−ex) –λln(ex−2),  k , λ ∈ℝ  

i) Να βρείτε το πεδίο ορισµού της f  

ii) Αν f(ln3)= ln17  και f(ln19) + ln17 = 0 να βρείτε τις τιµές των k και λ  

iii) Αν k = 1 και λ = 1  

α) Nα λύσετε την εξίσωση f(x) = 2x− ln2 

β) Να λύσετε την ανίσωση f(x) < 1 

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Πρέπει    ( 20−ex > 0 και ex−2 > 0 ) ⇔  ( ex < 20 και ex > 2 ) ⇔  

x < ln20 και x > ln2 συνεπώς το πεδίο ορισµού της f  είναι το Αf = ( ln2,  ln20)  

ii)  

f(ln3) = ln17  ⇔  k ln(20−eln3) –λln(eln3−2) = ln17  ⇔  

                               k ln(20−3) –λln(3−2) = ln17           ⇔  

                                               k ln17 –λln1 = ln17           ⇔  k = 1  

f(ln19) + ln17 = 0 ⇔  k ln(20−eln19) –λln(eln19−2) + ln17  = 0 ⇔  

                                          k ln(20−19) –λln(19−2) + ln17 = 0  ⇔  

                                                              kln1 –λln17 + ln17 = 0   ⇔ λ= 1 

iii)  

 Για k = 1 και λ = 1 είναι f(x) =ln(20−ex) – ln(ex−2) οπότε 

µε την προϋπόθεση ότι x∈Af  έχουµε ότι  

α) . f(x) = 2x− ln2 ⇔  ln(20−ex) – ln(ex−2) = 2x− ln2 ⇔  

                                 ln(20−ex) – ln(ex−2) = lne2x− ln2 ⇔  

                                                          ln
x

x

20 e

e 2

−
−

 = ln
2xe

2
⇔  

                                                                
x

x

20 e

e 2

−
−

 = 
2xe

2
  ⇔  

                                      e3x −2e2x + 2ex−40 = 0 οπότε θέτοντας ex = y  (1) βρίσκουµε  

                                        y3 −2y2 + 2y −40 = 0  

εξίσωση η οποία µε Horner διαπιστώνουµε ότι έχει µοναδική ρίζα την y = 4 και 

συνεπώς λόγω της (1) ex = 4 ⇔ x = ln4 ρίζα δεκτή  

 

 



 

 

β) . f(x)  < 1 ⇔  ln(20−ex) – ln(ex−2) < 1 ⇔  

                                            ln
x

x

20 e

e 2

−
−

 < lne⇔  

                                              
x

x

20 e

e 2

−
−

< e και επειδή ex −2 >0  

                                         20−ex < e(ex−2) ⇔  

                                     20 + 2e < (e + 1) ex ⇔  και επειδή e + 1 >0  

                                             ex > 
20 2e

e + 1

+
   ⇔ x > ln

20 2e

e + 1

+
 

∆εκτές τιµές είναι όσες ανήκουν στο Αf  

Επειδή  2 < 
20 2e

e + 1

+
< 20⇔ 2e + 2 < 20 + 2e < 20e + 20 ⇔  

                                                   2 < 20 < 18e + 20   η οποία ισχύει  

   θα είναι ln2 < ln
20 2e

e + 1

+
< ln20  οπότε λύσεις της ανίσωσης είναι οι τιµές του 

διαστήµατος  
20 + 2e

ln ,   ln20
e + 1

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

48. 

Να λυθούν οι εξισώσεις  

i) ηµx ( 1+ συνx) + 
1

2
= ηµ

π

4
 

ii) 3ηµ2x −4συν2x = 3 

Προτεινόµενη λύση  

i)  

ηµx ( 1+ συνx) + 
1

2
= ηµ

π

4
 ⇔  ηµx ( 1+ συνx) + 

2

2
= 

2

2
⇔  

                   ηµx ( 1 + συνx) = 0 ⇔ ηµ x = 0 ή συνx = −1  

• ηµx = 0      ⇔   ηµx = ηµ0   ⇔  x = 2kπ   ή  x = 2kπ + π  , k∈ℤ  

• συνx = −1⇔ συνx = συνπ  ⇔  x = 2kπ + π ή x = 2kπ −  π  , k∈ℤ  

ii)  

3ηµ2x −4συν2x = 3 ⇔ 3ηµ2x −4 (1−ηµ2x) = 3 ⇔  

                      ηµ2x = 1 ⇔  ηµ x = 1 ή ηµx = −1 

• ηµx = 1   ⇔  ηµx = ηµ
π

2
 ⇔  x = 2kπ + 

π

2
   , k∈ℤ  

• ηµx =−1 ⇔  ηµx = ηµ
π

2
 − 
 

 ⇔  x = 2kπ −  
π

2
  ή x = 2kπ + 

3π

2
   , k∈ℤ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

49.  

Έστω το πολυώνυµο Ρ(x) = ( 4 k−2·2 k + 1 + 4)x4 + x3 −2x2 + (2k + 1)x −  4k−2  , 

k∈ℝ  

i) Να προσδιορίσετε την τιµή του k ώστε το πολυώνυµο να είναι 3ου βαθµού  

ii) Αν k = 1  

α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f(x) = ln[Ρ(x)]  

β) Αν π(x) είναι το πηλίκο της διαίρεσης Ρ(x) :( x−2) να λύσετε την εξίσωση  

π(lnx) = 6−2lnx 

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Θα πρέπει 4 k−2·2 k + 1 + 4 = 0 ⇔ 22k−2·2 ·2k  + 4 = 0 ⇔  

                        22k−4 ·2k  + 4 = 0 ⇔ ( 2k −2)2 = 0 ⇔  

                                     2k −2 = 0 ⇔ k = 1 

ii)  

 Για k = 1  

α)   Έχουµε Ρ(x) = x3 −2x2 + 3x −6   

Για να ορίζεται η f θα πρέπει x3 −2x2 + 3x −6  >0 ⇔  

x2(x−2) + 3(x−2) >0 ⇔ (x−2)( x2 + 3 ) > 0 (1) ⇔ x > 2  

β)   Από την (1) προκύπτει ότι το πηλίκο της διαίρεσης Ρ(x) :( x−2) είναι  

π(x) = x2 + 3  οπότε  µε x > 0 έχουµε  

π(lnx) = 6−2lnx ⇔ ln2x + 3 = 6 −2lnx ⇔  

                                ln2x + 2lnx −3 = 0  ⇔  ( 2ου βαθµού µε άγνωστο το lnx) 

                                 lnx = 1 ή  lnx =−3 ⇔ x = e ή x = e -3  δεκτές και οι δύο τιµές  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

50.  

Έστω η συνάρτηση f(x) = 1−x− lnx 

i) ∆είξτε ότι αν 0< x < 1 τότε f(x) > 0  

ii) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = ln2x −x + 1 

iii) Να λύσετε την ανίσωση f(ex) > 1−3x−x 

iν) Αν θ
π

0,  
2

 ∈ 
 

 να δείξετε ότι ηµθ < 
e

ln
ηµθ

 
 
 

 

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Αφού 0 < x < 1    ⇒1−x >0   (1)  και  

                lnx < ln1 ⇔  lnx < 0  ⇔  − lnx > 0 (2)  

προσθέτοντας κατά µέλη τις (1) και (2) έχουµε  

        1−x− lnx > 0 ⇔ f(x) > 0  

ii)  

Με x > 0 έχουµε  

    f(x) = ln2x −x + 1 ⇔ 1−x− lnx = ln2x −x + 1 ⇔  

         ln2x + ln x = 0  ⇔ lnx( lnx + 1) = 0 ⇔  

                                     lnx = 0 ή lnx = −1⇔ x = 1 ή  x = e-1 ρίζες δεκτές  

iii)  

f(ex) > 1−3x−x ⇔ 1−ex− lnex  > 1−3x−x ⇔  

                                          1−ex−x  > 1−3x−x ⇔  

                                                                 ex < 3x⇔   

                                                           lnex < ln3x⇔  

                                                         xlne < xln3 ⇔  

                                                    x(ln3− lne) >0 ⇔ x > 0 δεδοµένου ότι ln3 > lne  

iν)  

ηµθ < 
e

ln
ηµθ

 
 
 

⇔  ηµθ < lne – ln(ηµθ) ⇔  

                                         ηµθ < 1 – ln(ηµθ) ⇔  

                                       1 – ηµθ – ln(ηµθ) >0  (1)  

επειδή όµως θ
π

0,  
2

 ∈ 
 

είναι 0 < ηµθ < 1 συνεπώς η (1) δίνει  

                                                f(ηµθ) > 0 πράγµα που ισχύει από το (i) ερώτηµα  


